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Uogodinione indeksy agregatowe

Celem artykutu jest prezentacja uogélnionych formut dla agregatowych in-
deksow cen oraz analiza ich wiasnosci. Ich ogolnos¢ wynika z dowolnosci wy-
boru wag dla sktadowych komponentéw badz tez z ich sparametryzowang po-
staci. W opracowaniu pokazano, ze szczeglnymi przypadkami omawianych tu
ogdlnych formut sa znane indeksy statystyczne, takie jak indeks Laspeyresa,
Paasche’ ego, Fishera, Lexisai inne. Rozwazania teoretyczne zobrazowano przy-
ktadem, ktory pokazuje roznice pomiedzy wartosciami indeksow w zaleznosci
od przyjetego systemu wag.

Cho¢ pierwsze, niewazone i przez to zbyt uproszczone, formuty indeksow cen
Znane sa juz od stuleci (np. Dutot zaproponowat swéj indeks cenowy w 1738 r.,
Carli — w 1764 r.), to dopiero koniec wieku X1X dat poczatek wazonym formu-
tom Laspeyresa i Paasche’ ego (von der Lippe, 2007). Jednakze znaczacym Kkro-
kiem w rozwoju teorii indekséw statystycznych byta dopiero praca Irvinga
Fishera (1922). Fisher nie byt co prawda pierwszym ekonomista, ktéry stosowat
tzw. ,testy”, czyli postulaty, waobec indeksow statystycznych, ale jako pierwszy
zaczat je wykorzystywaé przy poszukiwaniu nowych formut. Efektem poszuki-
wan byta m.in. jego ,idealna” (jak ja nazywat) formuta, znana obecnie jako in-
deks Fishera, okreslona wzorem:
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gdzie pod pierwiastkiem znajduja si¢ cenowe indeksy Laspeyresa (If,) i Pa
asche'ego (IF,) (Domanski, 2001). Dla rozwazanych N sktadowych agregatu,
przy ich cenach z okresu bazowego {p?:i=12,..,N} i badanego
{pt:i=12,.., N} orazilosciach z okresu bazowego {g°:i=1,2,..., N} i bada-
nego {q' :i =1, 2, ..., N}, indeksy te moznawyrazié¢ za pomoca Wzorow™:

N

Z a’p!
ILPa(Sit): I;l (2)

z a°p°

i=1

D apl
|Ea(sit) =5—— ®3)

D aips
i=1

Ogdlnie znanym faktem jest to, ze indeksy Laspeyresai Paasche ego, w prze-
ciwienstwie do indeksu Fishera, nie spetnigja podstawowych testéw wymaganych
od indeksow statystycznych (Biatek, 2005; von der Lippe, 2007). Jednakze ich
przewaga jest prostota interpretacyjna, ktérej z kolei pozbawiony jest indeks
Fishera, cho¢ stanowi ich $rednia geometryczna. W artykule, omawigjac ogélne
formuty indeksdw, nie bedziemy jednak brali pod uwage tego kryterium. Okazuje
si¢ bowiem, ze ogdlne formuty dla ustalonych wartosci parametrow, od ktérych
zaleza, moga prowadzi¢ do indeksow, ktdre posiadaja interpretacje ekonomiczna,
jak i takich, ktére jg nie maja. Podobnie okazuje sie, ze szczegdlne przypadki
ogolnych formut roznia sig liczba testéw (aksomatow), ktore spetniaja.

KLASYFIKACJA INDEKSOW WG IRVINGA FISHERA

W swojej pracy Pal Koves (1983) przedstawit klasyfikacje indeksow wedtug
Fishera w postaci trzech tzw. ,generacji” indeksdw. Pierwsza z nich stanowia
indeksy najprostsze, czyli niewazone. Wymieni¢ mozna tu indeksy Dutot, Carli
czy Jevonsa. Formuta indeksu Carli, do ktérej odwotamy si¢ w dalszgj czgsci
opracowania, jest nastepujaca:

&= 2 o

! Tylko w razie koniecznosci rozréznienia okresu bazowego i badanego bedziemy stosowali no-
tacje 1P (s,t). W standardowym ujeciu, gdy badany jest okres t, a bazowym s, bedziemy pisali
krétko | P,
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Druga generacja indeksdéw to zbior formut, jakie otrzyma¢é mozna poprzez
zastosowanie wazonych wergji srednigj arytmetycznej, geometrycznej czy har-
monicznegj z cen p! badz relacji cenowych pt/ pS. Fisher wyr6znit cztery me-
tody wazenia: oparte na okresie bazowym (wagi pSq?), badanym (wagi pq')
badz mieszane (wagi pqf lub p!g®). Do tg grupy indeksow zaliczy¢é mozna
indeksy Laspeyresai Paasche’ ego.

Trzecia generacje indeksbw stanowia indeksy, ktdre otrzyma¢ mozna m.in.
poprzez kombinacje czy usrednienie (bez wskazania na konkretny typ srednigj)
indeksow drugigj generacji. Do teg grupy indeksdw nalezy np. indeks Fishera (1).
W dalszg czesci pracy przedstawimy ogdlne formuty indeksdw, nawiazujac do
koncepcji tworzeniaindeksow drugi€j i trzeciej generaci.

UOGOLNIONE FORMUZY INDEKSOW CEN

Dos¢ naturalnym uogolnieniem indeksu Carli (4) moze by¢ formuta

N

t
8= w2 (5)
i=1 i
gdzie
N
Vie{l,2,...,N} w>0i Zvvi =1 (6)
i=1
Dlaw = w:ﬁ otrzymujemy indeks (4), natomiast przyjmujac
tgt
VVi — Npl ql (7)
> Pidk
k=1

otrzymujemy w konsekwencji indeks Palgrave’az 1886 r.

Formuty typu (5), mimo catej swojej prostoty, maja jednak powazna wadg,
mianowicie, nie spetnigja waznych postulatéw, ktérych wymaga sie od ,,dobrze’
skonstruowanego indeksu statystycznego. Wystarczy nadmienié, ze tzw. test
odwréconego czasu (time reversal test) czy test kotowy (circular test) nie sa tu
spetnione (opis gtéwnych testéw dla indeksow zngjdzie czytelnik np. u Krzysz-
tofiaka i Luszniewicza (1997) oraz Biatka (2005). O ile test kotowy? jest poza

2 Test kotowy wymaga, aby prawdziwabytarelacja | P (s,5+1)-1 P (s+1,s+2)-... | P(t=11t) =
=1P(st), gdzie |1 P(s,s+1) stanowi indeks cen poréwnujacy okres (s+1) z okresem s. Innym
waznym akgomatem jest np. test proporcjonanosci, ktory orzeka, ze w przypadku gdy

pt/ p? =const =Kk, to zachodzi 1P (s,t)=k. Wszystkie opisane tu ogdine formuty speiniaja
test proporcjonanosci.



zasiegiem wigkszosci stosowanych indeksow statystycznych (nawet ,idealny”
indeks Fishera nie spetnia tego testu), o tyle test odwrdconego czasu jest dosé
natural nym wymogiem stawianym indeksom.

Gdyby oznaczy¢ przez |7 (s,t) — indeks cen traktujacy jako bazowy okress,

przez | P(t,s) — indeks cen traktujacy okrest jako bazowy, to test odwracal no-
$Ci w czasie mozna by zapisa¢ jako nastgpujacy postulat:

[P(st)-1P(t,s)=1 (8)
W przypadku formuty (5), bez wzgledu na dobrany system wag, mamy oczy-

wiscie:

i i=1 i

N p't N p.s
@@n=2wﬁ¢2wﬁcﬁm@ 9
i=1

a zatem test odwrdconego czasu (8) nie moze zosta¢ spetniony.

Uogodlnieniem niewazonego indeksu Dutot, ktérego postac jest nastepujaca:

N & =
=TS8 TR (10
NoPoXe
i=1 i=1
jest jego wazonawerga:
N
> piw
&= —— (12)
prw®
i=1

gdzie dodatnie wagi W, w® spetnigja™:

N N
Zwi(l) — ZWi(Z) =1 (12)
i=1 i=1

3 W literaturze funkcjonuja indeksy statystyczne, ktdrych postaé ma strukture jak w formule (1),
ae bez ograniczen z (12). Poza oméwionymi indeksami Laspeyresai Paasche ego, wymieni¢ mozna
tu indeksy Marshallai Edgewortha, Walsha czy indeks Geary-Khamisa. Trzy ostatnie indeksy spet-
nigja akgomat (8).
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1

Przyimujac w = w? =N otrzymujemy formute (10), natomiast przyjmu-

jac wagi:
t s
o qu W@ = qu (13)
2. G >
k=1 k=1
otrzymujemy posta¢ indeksu Drobischaz 1871 r
N N
2. pia/ Y a
| Sro — IN=1 k:‘l (14)
PN DN H

W przypadku ogdlng formuty 15, tatwo zauwazy¢, ze aksomat (8) jest spet-
niony, jesli tylko zachodzi W =w® dlawszystkich ie {1, 2, ..., N}. Niejest to
jednak warunek konieczny dla testu odwrdconego czasu, a jedynie wystarczaja-
cy. Zauwazmy bowiem, ze wagi dobrane w formule (13) sa od siebie rdzne,
natomiast oparty na nich indeks Drobischa (14) spetniatest odwrdconego czasu.

Kolgna, dos¢ ogdlna formuta dla agregatowych indeksow cen moze by¢ zapi-
sana jako:

Gs—g( g )™ (15)

gdziewagi w; spetnigja zatozenia (6).

Formuta (15) wyraznie nawiazuje do funkcji produkcji Cobba-Douglasa. Jej
trzy szczegblne przypadki stanowia znane w literaturze indeksy:

—daw = Np‘ G otrzymujemy tzw. logarytmiczny indeks L aspeyresa:

> PROR

k=1

T § (50 (16)
i=1 pl
tAt

—da w' = Np. G otrzymujemy tzw. logarytmiczny indeks Paasche’ ego:

> Pidk

k=1



| Pogopa = 1‘!( g Py (17)

—daw = %(Wﬁ +w) otrzymujemy indeks Térnquista (1936):

7 =[] (18)

Zauwazmy, iz na podstawie (16), (17) i (18) mozemy zapisac:

1
(st)y=—5——— (19)
Log - Log pa(l;S)
InI":l(InI +InlP, )
T Log—Pa Log-La (20)

Mozna zauwazy¢, ze logarytmiczne indeksy Laspeyresa i Paasche’ ego nie
spetniaja testu odwracalnosci w czasie (podobnie jak zwykte indeksy Laspeyresa
i Paasche’ ego). Natomiast z (19) i (20) wynika, ze indeks Tornqvista spetnia ten
postulat. Istotnie, wobec (20) mamy bowiem:

P _ P P
IT - ILog Pa ILog—La (21)

natomiast uwzglednigjac (19) otrzymujemy:

1T (st)- 17 (t,s) = \/ILog pa(Sit): ILog La(sS,t) - \/ILog pa(t,S) ILog () =
(22)

| fog—pa(t,S)- m—\ﬂ 1

_\/ Log— Pa(s t) Ip—

Log—Pa (t )

W pracy Biatka (2005) pokazano, ze jesli zatozy¢, iz wagi w, w formule (15)
sq funkcjami wag w® oraz w!, to narzucagjac dla formuty (15) postulaty jedno-

rodnosci i odwracalnosci w czasie, uzyskujemy w sposob jednoznaczny formute
Torngvista (18).

Fisher w swojgj teorii indeksow uwazal, ze rzeczywista wartos¢ indeksu za-
warta jest pomigdzy wskazaniami indeksow ], i 15,. Zastosowal on $rednia
geometryczna z tych formut (1). W statystyce funkcjonuje jednak wiele rodza-
jow srednich, co prowadzi do mnigj lub bardziej znanych uogolinien powszech-
nie stosowanych indeksow.
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Przypomnijmy, ze dla dwoéch wielkosci x i y mozemy policzy¢ dla € [0,]] :
— wazona srednia arytmetyczna: ax+ (1-a)y;
— wazona $rednig geometryczna: x*y+;

Xy .

ox+(A-a)y’
— wazona $rednia kwadratowa: /ax? +(1-a)y?;
— wazong srednia wyktadnicza: In[aexp(X) + (1—a) exp(y)].

Wstawiajac w miegjsce wielkosci x i y wartosci indeksow Laspeyresa i Pa-
asche' ego, uzyskujemy nastepujace ogoélne formuty indeksow:

— wazona srednia harmoniczna:

IGa(@) =l [+ (1-0)1 (23)
18s(@) = (15)" (1p2)"™ (24)

I fa - PPa
| 8o (@) = (25)

(1—0!)| LPa +al PPa

18:(0) =1 )2 +1-a)(1 )2 (26)

| (@) = Infarexp(1 ) + (1—a) exp(l £,)] (27)

Formuta (24) bywa nazywana uogolnionym indeksem Fishera (dla « =0,5
prowadzi do indeksu Fishera okreslonego w (1). Zauwazmy, ze zachodzi przy
tym:

184(0) = 185(0) = 156(0) =157 (0) = 15 (0) = 15, (28)

|g4(1)=|(§5(1)=|gs(1)=|g7(1)=|gs(1)=|fa (29)

Co wigce, skoro indeks Fishera znajduje si¢ w przedziale o krancach okreslo-
nych przez indeksy Laspeyresai Paasche ego, to nasuwa si¢ pytanie, czy moze
by¢ on wyrazony za pomoca inngj (niz geometryczna) srednigj z tych indeksow?
Odpowiedz jest twierdzaca — jak pokazal Kdéves (1983), indeks Fishera mozna

P_ P
uzyskaé jako I(§4(IIE> IIPP"")4, otrzymujac:
La ~ 'Pa

* Zaktadamy tu oczywiscie, ze (17, —1B.) = 0.



I —IF. 1P, =1F

Pa IP F IP (30)

I —1F, 1P —IP

P _
IF_

Podobnie udowodni¢ mozna, ze zachodzi (dowdd pomijamy):

|P_|P(ILPa_IFP) 31
F_GGIP_IP ( )
La Pa

£ i, (BN =(8)

(15)%-(15)?

P (exp(l FP) _exp(l IEa) )
“rexp(IF,) —exp(I &,

) (32)

P _
1P =

(33)

Woprost z formuty (24) otrzymujemy wniosek, ze tylko dla « :% uogdlniony

indeks Fishera spetnia test odwracalnosci w czasie (podobnego wniosku nie
mozna postawi¢ dla pozostatych ogélnych formut). Mamy bowiem dla dowol-

nych p?, pi, g% g :
185(Sit) - 185(t, ) =[1 L (s, )] -[1Ba (SO -[1 Fa(t, )] -[1 5t S)]7* =
N N N N
2ap g DI N
:(|;1 )a(l;l )l—a .(I;l )a(l;l )1—a —

2P 2ap? 2.ap Y ap
i=1 i=1 =1 i=1

N N N N

D aeps D.gip! 2.4 apl

— ( i:ll )1—20: ( i;l )1—2a [I =1 _l ]l 20 1 o=

D aept > oips Zq. pt- Zq. ps
i=1 i=1

Okazuje sie réwniez, ze nie tylko indeks Fishera, ale takze wiele sposrdd zna-
nych w literaturze przedmiotu indeksdow, mozna uzyska¢ poprzez odpowiedni

dobdr wag dla formut (23)—(27). Oznaczajac przez 12, 13, ilosciowe indeksy
wedtug formut Laspeyresai Paasche’ ego mozna pokazaé, ze zachodzi:

N
Z (a° +q')

Z ps(af +a')

N[~

|P_
ME —

:( )La

1+|LQa

(34)



co prowadzi do wniosku, ze indeks Marshalla i Edgewortha (1[z) jest szcze-
gblnym przypadkiem formuty (23), tzn.:

|P_P(1)

=
e = Teal Q (39)

PRZYKZAD OBLICZENIOWY

Przyktad ograniczymy do prezentacji formut | £,—18g. Zat6zmy, ze dla pew-
negj zbiorowosci niejednorodnej uzyskano 17, =09oraz 15, =11. W tabl. 1
podajemy wyniki dla uogolnionych indeksow dlaréznych wartosci parametru o

TABL. 1. WARTOSCI WYBRANYCH UOGOLNIONYCH FORMUL
W ZALEZNOSCI OD PARAMETRU ¢/, W PRZYPADKU GDY | fa =0,9 ORAZ | lga =11

Wartos¢ parametru o
Formutaindeksu
a=01 a=0,25 a=05 a=0,75 a=09
IGa (@) e 1,08 1,05 1,00 0,95 0,92
| g 5 (@) e 1,07815 1,04618 0,994987 0,946303 0,918243
| g 6 (@) e 1,07609 1,04211 0,99 0,942857 0,916667
(Jp (&) e, 1,08167 1,05357 1,00499 0,953939 0,921954
| gg (&) e 1,08171 1,05362 1,00499 0,953873 0,921899

7 r6dto: opracowanie wiasne.

Oczywiscie wskazania indeksow z tabl. 1 zawarte sa w przedziae
[15,15]=[0,9;1]]. Traktowany przez wielu autoréw jako idealny, indeks
Fishera przyjmuje w analizowanym przypadku wartos¢ 0,994987. Réwnie bli-
skie jednosci sa wiasciwie pozostate uogolnione indeksy dla a=0,5, z tym
ze formuty 18,(0,5) i 154(0,5) jednomysinie wskazuja na wartos¢ powyzej
jednosci, natomiast 1£-(0,5) i 155(0,5) wskazuja na wartos¢ ponizej jed-
nosci. Ta niewielka asymetria wzgledem $rednigl arytmetyczng z indeksow
Paasche’ ego i Laspeyresa® uwidacznia sie réwniez w przypadku wynikow zawar-
tych w tabl. 2:

® Wynikato z relagji, jakie zachodza miedzy réznymi rodzajami $rednich wazonych.



TABL. 2. WARTOSCI PARAMETRU ¢,

DLA KTOREGO OGOLNE FORMULY OSIAGAJA WARTOSC JEDNOSCI

BADZ WARTOSC INDEKSU | P, W PRZYPADKU GDY I, =0,9 ORAZ IF, =11

Parametr o
Formutaindeksu
& (a)=1 & (a)=IF
FEL(@) oo 0,500 0,5250
I E5 (@) oo sssssssssssssssssssnsssonns 0,4749 0,5000
I 86 () oot ssssssssssssssnnssenns 0,4500 0,4749
FE7 (@) oot 0,5250 0,5500
R 7 OSSPSR 0,5249 0,5499

Zr6d1o: opracowanie wiasne.

Rezultaty przedstawione w tabl. 1 i 2 wskazuja, ze wyniki par indeksow:
& (@), 1E(x) oraz |1 E, (), 155(ex) sa do siebie bardzo zblizone, a przy tym
sq roztozone symetrycznie wzgledem wskazan formuty 15, (). Pary te wyzna-
czaja ten sam kierunek zmian cen agregatu (przecietny wzrost lub spadek).

Anaizowany przyktad dotyczy jednak jednej, konkretng sytuacji, gdy
IF, =09 oraz 15, =11. Biorac za punkt odniesienia ,idealny” indeks Fishera

I£5(0,5) postanowiono sprawdzi¢, czy podobne relacje powstana pomiedzy
wskazaniami formut: 15,(0,5), 185(0,5), 155(0,5), 15,(0,5), 1&(05) da
roznych wariantow wartosci indeksow Laspeyresa i Paasche’ ego. Wyniki obli-

czen podano w tabl. 3:

TABL. 3. WARTOSCI FORMUL 1£,(0,5)—1£5,(0,5) DLA ROZNYCH WARIANTOW

WARTOSCI INDEKSOW IF,, 15,
Wariant dlawartoéci indeksow
Formutaindeksu 1P, =06 IP=08 1P =07 1P, =10 1P =14
12 =08 1P =11 1P =14 15, =13 15 =17
[ (O X [ 0,70 0,95 1,05 115 155
[ (0 R-) R ——— 0,6928 0,9380 0,9899 1,1401 1,5427
[N (S 1) [ — 0,6857 0,9263 0,9333 1,1304 1,5354
[2,(05) e 0,7071 0,9617 1,1068 1,1597 1,5572
[ (U1 R 0,7049 0,9612 1,1100 1,1612 1,5612

7 r6dto: opracowanie whasne.
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Rezultaty zawarte w tabl. 3 wskazuja, ze w rozwazanej sytuacji wyniki par
indeksow: 1§, 15 oraz 15,,, 18 sa do siebie zblizone i jednoczesnie, gdy
réznice pomiedzy wskazaniami indekséw | P, |5, niesa zbyt duze®, zachodzi:

184(e) = 5 (165(@) +185(@) +1& (@) + 15 (@) (36)

Wnioski

Omowione ogolne formuty indeksow agregatowych rdznia sie miedzy soba
zardbwno liczba testéw (aksjomatow), jakie spetnigja, jak i wartosciami, jakie
moga wskazywac¢ dla konkretnych zestawdw cen i ilosci (czyli ustalonych war-
tosci indeksow Laspeyresa i Paasche' ego). Jednakze daje sie zauwazyé pewne
podobienstwa we wskazaniach indeksdw, wyodrebnigjac pary indeksow generu-
jacych zblizone do siebie wartosci. Warto podkresli¢, ze nie wszystkie opisane
formuty maja interpretacje ekonomiczna. A zatem wyb6r indeksu (badz jego
uogolniong wersji) powinien by¢ zalezny nie tylko od najlepsze] wiedzy o wia-
snosciach rozwazanych miar, ae réwniez od informacji, jakiej od dangf miary
oczekujemy.

dr inz. Jacek Bialek — Uniwersytet £6dzki
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SUMMARY

The aim of the article is to discuss some general formulae of aggregated price
indexes as well as to present their characteristics. Their generality is caused by
the discretionary choose of weights for components as well as their pa-
rametrized form.

The Author indicates that the well known statistical indexes (Laspeyres,
Paasche or Fisher indexes) are specific forms of general formulae. Theoretical
considerations are illustrated by a sample indicating relations between dis-
cussed indexes.

PE3IOME

B cmamve obcyscoatomes  mekomopvle  0000ujenHble  onpeodenenus
aspezammvlx UHOEKCO8 yen u mpeocmaesisiiomes ux ceoticmea. Obobwenue
onpeoenenuil GvimeKaem u3 c80000H020 NOMOOPA 6eco8 0Nl COCMABHBIX
KOMNOHEHMO8, A MAKICe UX NAPAMEemMpPUYecKo20 Uod.

Cmamus noxasvigaem, 4mo OCOOEHHLIMU NpUMepamu oOWuUx onpeoeieHuti
SAGNAIOMCSL  UBBECMHbIE  CMAMUCTUYECKUe UHOEKCbl, makKue, KAaK UHOeKC
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